Ecole Centrale Marseille
Mathématiques
Introduction au transport optimal

Exercices

Exercice 1. On considere le cout ¢(z,y) = |x — y|. Dans chacun des cas, donner les solutions
des problemes de Monge et de Kantorovitch.

1 1 1 1 1
Lop= 550 + 501, v= 5571 + 552 + 553,

2
1 1 1 1
2. M:§50+§51, ’/:550—1‘551,
1 1 1 1 1 1
3. o= géo+§51—|—§5g, V= 55,14-5504—553

Exercice 2. Soit 7' : R — R définie par T'(z) = z + 1, S : R — R définie par S(z) = 2z et
Z : R — R définie par Z(z) = 2 — . On définit p = 1gy et v = Lpg. A-t-on T#Hp = v?
S#p =v? Z#u =07

Exercice 3 (Non-unicité pour un coiit convexe - Book shifting). On définit p = 1j9 et
v =1pg et le cotit c(x,y) =[x —y|. Soit T1(x) =2 + 1 et

To(x) r+2, sixe0,1],
€Tr) =
? z, stz € (1,2].

Montrer que T et T, sont deux applications optimales.

Exercice 4 (Non existence d'une application de transport).
On prend p la mesure uniforme sur [0, 1] et v la mesure uniforme sur [—1,1] . On considere le
cotit c(x,y) = (2% — y?)2

1. Pour tout entier n on définit 'application

T, (z) = 2r — %, pour x € [%, %] si k est pair,
! —2z + &L pour z € [£, 2] i k est impair.

Monter que T, #u = v et montrer que

lim c(x, T(x))du(x) = 0.

n—oo 0



2. En déduire qu’il n’esxite pas d’application de transport qui soit optimale.

3. Construire un plan de transport optimal.

Exercice 5 (Transport quadratique et translation).
On considere le cott c(z,y) = (r—y)? sur R? Pour a € R, on définitit la translation 7,(z) = z—a.
Soit f et g deux fonctions continues Le but est de montrer que

T(fotagom) =Te(f,g) + (b—a)’ +2(b— a)(my —my), (1)

mf:/Ra:f(:C)d:v, mg:/R:Ug(:c)d:c.

1. Soit T une application optimale qui envoie f sur g. On définit S par S(x) = T'(z —a) +b.
Montrer que S#(f o1,) = go .
2. Montrer que
Tif o rgon) < [ [8@) = o f(r(e))ds
R

3. En déduire que

7::(]0 OTaagOTb> S TC(f,g) + (b - a>2 + 2(b - a)<mg - mf)?

4. De méme montrer que
Te(foTagom) > Te(f.g) + (b—a)* +2(b— a)(my — my),
et en déduire (1)

5. En déduire que 72(1[0,117 1[1,2]) =1

Exercice 6 (Non unicité des potentiels de Kantorovitch). Montrer que si (¢,) est une paire
optimale de potentiel de Kantorovitch, alors, pour tout a € R, la paire (p+a, 1) —a) Pest aussi.

Exercice 7 (Potentiels de Kantorovitch). Donner au moins une paire optimale de potentiel de
Kantorovitch pour le book-shifting problem.

Exercice 8. Pour x € R et y € R, on considere le cott ¢(z,y) = V(|z — y|) avec

11— 0<z<1
U(z) = DT
z—1, z > 1.

1 1
On considere les mesures p = 3 (01 +d2) et v = 3 (0_1 + do + d1). Calculer le cout global du

transport optimal entre p et v, et donner I’ensemble des plans de transport optimaux.



Exercice 9. Soit A € M,,,,(R), b € R™, ¢ € R". Montrer que

sup c.x = 1>£ b.y

Az<b tz;:c

Notation: on dit que x > 0 si toutes ses composantes sont positives, et ‘A est la transposée de
la matrice A. Pour ¢ € R" et x € R™, on note x.c le produit scalaire entre c et z.
Indice: S’inspirer de la preuve de la dualité de Kantorovitch.

Exercice 10. On définit pour z € R

Calculer W1(G,, dp).

Exercice 11 (Interpolation de McCann). Soient pg et py des mesures a densité py et p; par
rapport a la mesure de Lebesgue. On considere le coiit quadratique c(z,y) = ||z — yl||3. Soit T
I’application optimale de Monge.

1. Quel théoreme garantit ’existence de 17
2. On suppose que T est inversible. Montrer que T~! envoie p; sur po de facon optimale.

3. On définit pour ¢ € [0, 1]
Ti(z) = (1 =)z + 1T (),

et
e = Ty po.

Montrer que (T71);_; envoie py sur .

4. Montrer que
Wa(pto, pre) < tWo(po, p11)-

5. Montrer que
Wa(pa, pe) < (1 =) Wa(po, pa).-

6. Calculer Wy (g, pit).

7. On prend
+1, € |—1,0
s+l welLi] 1 zef34),
po(z) =q1—2x, xz€l0,1] pr(z) = :
' 0, sinon.
0, sinon,

Calculer la densité p; de py.



